Simplification trigonométrique

Ayoub Hajlaoui

S’entrainer a dompter en été cos et sin
Des maux de la rentrée en douceur nous vaccine.

Enoncé : (temps conseillé : 25 min)

On rappelle que pour tous réels a et b : cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

Résoudre 1’équation suivante dans [0 ; 2z[ : sin*(x) — cos*(x) = %
Correction :

1) Remarquons : sin*(x) — cos*(x) = ( sinz(x))2 - (cos2(>c))2

Donc (identité remarquable) sin*(x) — cos*(x) = ( sin*(x) — cos?(x)) ( sin®(x) + cos(x))
Rappelons aussi : sin®(x) + cos?(x) = 1

On a donc : sin*(x) — cos*(x) = ( sin*(x) — cos?(x)) X 1 = sin’(x) — cos?(x)
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L’équation a résoudre est donc équivalente a 1’équation : | sin?(x) — cos(x) = 7

Encore un effort pour transformer le membre de gauche en quelque chose de plus simple a manier
pour nous...

En appliquant la formule rappelée par I’énoncé avec a = b = x, on obtient :

cos(x + x) = cos(x) cos(x) — sin(x) sin(x)

Ben oui, vu que la formule est valable pour tous réels a et b, on peut choisir les a et b qu’on veut.
Autant faire un choix intelligent qui corresponde bien a notre cas.

Autrement dit, cos(2x) = cos?(x) — sin2(x) Intéressant...
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L’ équation que I’énoncé nous demande de résoudre est donc équivalente a1’équation : | cos(2x) = — 5

Et ca, pour le coup, c’est une équation que nous savons bien résoudre...
. . , . . .2 .
Sans oublier le signe - vu que dans notre équation, nous avions non pas cos>(x) — sin”(x) mais
)
sin”(x) — cos?(x)

cos(2x) = —% < cos(2x) = cos(w — %) < cos(2x) = cos(z?ﬁ)
Pour avoir un angle dont le cos est —% , SOit je connais mon cercle trigonométrique par cceur, soit
je sais au moins que COS(%) = % et que pour tout x, cos(zr — x) = — cos(x) (et je retrouve ainsi 2—”)
1 27 2
Donc cos(2x) = -5 < (2x = T t2kr. ke Z) ou (2x = —5 +2%kr, ke Z)
r
3

N’oublions pas que 1’énoncé nous demande de résoudre ’équation sur l’intervalle [0 ; 2z[ On fait
donc défiler les valeurs de k (a partir de O, vers les positifs puis vers les négatifs) pour voir lesquelles
correspondent a des solutions dans le bon intervalle.

Donccos(Zx):—l<=>(x=£+kﬂ, kEZ) ou(x:—

5 3 +kr, ke Z)
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Pourk=0: Z+0r=2¢e[0; 2x[, mais -2 +0zr=-2¢[0; 2x[
—— 3 3 3 3
Pourk=1: %+7r=4?ﬂe[0;27r[,et—%+7r=2?ﬂe[0;27r[
Pourk =2 : §+2ng[o;2n[,mais—§+2n=%”e[o;2n[
Pourk > 3 §+kﬂ¢[o;2n[et—§+kn¢[o;2ﬂ[
Pourk——l-f—n——z—”g[o-zn[ et—f—n——4—”¢[0-2n[
— 3 3 ’ ’ 3 3 ’

Pour k < —2 : méme chose que le cas précédent

En conclusion, I’ensemble des solutions dans [0 ; 2z[ de 1’équation sin4(x) —cos*(x) = % est :

n 2r 4n Sk
33 53
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