Télescopage

Ayoub Hajlaoui

Le nez dans les étoiles, il attend d’un ceil sage
Que leur danse dévoile un franc télescopage.

Enoncé :

, . +0o 1 _1
Démontrer : 377 e =i

Correction :

e 77 , . 1 e rr s . . \
L’idée est d’écrire ————— comme différence de deux termes successifs d’une suite, c-a-d

(k—Dk(k+1)
sous forme u,,, —u,. Il s’agit ici d’écrire ———
f k1~ Uk g =Dkt D)
simples, en espérant retomber sur une forme u,; — u,.

Cherchons a, f et y tels que

1 o« b Y
vk22, m—1mm+1y‘k—1+k+k+1
a g y _ _ekk+l)  pk—Dlk+1)  ylk—Dk

1Tk T kr 1 T ek D T k—Dktk+ ) T k= Dkk+ 1)
ak(k + 1)+ pk — Dk + 1)+ y(k — Dk
(k — Dk(k + 1)
(@+p+pk*+(@—yk—p
(k — Dk(k + 1)

Si on veut que la condition (1) soit respectée, on doit avoir (par identification) :

a+p+y = 0

a—y = 0
- =1
Autrement dit, :
20 —1 =
4 a
p = -1

On obtient donc a = %, p=-1,y= %

sous forme de somme/différence de fractions
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On en conclut donc I'égalité suivante :

Vk > 2, L I SR B
k—Dk(k+1) _ 20k=1) k 2(k+1)

1, 1 2 1
)

T T e

(et la, il faut s’efforcer de woir quelque chose...)

e 1 1, 1
k—l k k k+1

5
- Y -b-g -
Ca y est! On a ce qu’on veut!
En posant, pour tout entier k > 2,
w = 1+ 1

k-1 Kk

on obtient 1 = l(u — U )

(k—Dk(k+1) — 2% 7

N
. 1 1
En passant a la somme, kz:; Dk D = 3 ;(”k —U,y)

Cest la qu’il va y avoir télescopage. On peut le formuler de deux fagons :

- la formulation "mathématique”

N | ¥
kz k = l)k(k D = 5 ;(uk — Upyr)
| X N
= 5(2 u, — Z u,.,) (par linéarité)
k=2 k=2
| ¥ N+l
= 5(2 u, — Z u,) (changement de variable)
k=2 k=3
] N N
= 5(”2 + Z e — Z U = Uny)
k=3 k=3
1
= 2(”2 Uny1)
1, 1 I 1 1 1.1 1 1
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Donc Z ! — 1
= (k—Dk(k+1) no+o 4
+0o0 1 1
@) lut = =
n en conclu ; DD 1
- la formulation visuelle”
N { | ¥
Z k= Dk D = 5 2 K= Up)) = (u2 — Uyt Uy — Uyt Uy —Uyy)
k=2 k=2
= ;( — Uy, par télescopage des termes de la somme
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Et on continue comme pour la formulation mathématique, en utilisant la définition des
termes de la suite (u,).

La seconde formulation est plus rapide, mais la premiére a le mérite de vous faire manipuler
les sommes. Choisissez celle qui vous convient, et n’hésitez pas a utiliser la seconde si vous avez
peur de vous tromper a la premiere.
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