Polynéme a coefficients entiers dont on connait une racine
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Brillons par linnocence. Sans la moindre bévue,
Calculons ces puissances, plus simples que prévu.

Enoncé : (temps conseillé : 15 min)
Déterminer un polyndéme a coefficients dans Z dont une racine est \/5 + \/5
Correction :

Comment avoir l'idée du degré du polynéme a chercher ? Ou faut-il utiliser une expression
n n

générale du genre P(x) = Z akxk ? En écrivant ensuite P(\/E + \/3) = Z ak(\/i + \/g)k ? La

k=1 k=1
suite semble bien fastidieuse..

Bien entendu, le caractere fastidieux ne suffit pas forcément, en soi, d écarter une option. Mais
la perspective d’écrire une somme de formules du binome de Newton parait un peu trop fasti-
dieuse...

Intéressons-nous donc tout simplement aux premieres puissances de \/5 \/g

(V2+V32=2+2V6+3=5+26
(V24 V37 = (V2P +3(V2PV3 4 3V2V3? + (v3) = 2V2 463 +9v2 433

=11 2+9\/§ (on pouvait aussi l’écrire (\/5+ \/5)2(\/5+ \/g) et se servir de ce qui précéde)

(\/§+ \/5)4 = ((\/5+ \/5)2)2 =05+ 2\/6)2 d’apres ce qui précede. Donc :
(V2 +V/3)* = 25 + 2016 + 24 = 49 + 20V/6

On va continuer longtemps comme ¢a ¢ Ben non, il suffit juste de se débrouiller pour faire

disparaitre les racines par combinaison linéaire de puissances de \/5+ \/g Et la c’est bon!
Remarquons (V2 + V3)* — 10(v/2 + V/3)? = 49 + 201/6 — 105 + 2/6) = —1
Autrement dit : (V2 + V3 = 102+ V3> +1=0

X*—10X?+ 1 est donc un polyndme & coefficients entiers dont une racine est \/E + \/5
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