Racines n-iemes et équivalent
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Enoncé : (temps conseillé : 25 min)

1 1
On pose, pour tout entier naturel non nul n, u, = (n+ 1)1 — no.
Déterminer un équivalent de u,.

Correction :

On sent déja qu’il va falloir faire intervenir les fonctions exponentielle et In. Mais si l'on se

! 7 In(n+ 1)) —exp (l ln(n)).
n

Les termes In(n) et In(n+1) nous bloqueraient en termes de développement limité. Et si [’on vou-

1

n+1
pas le droit de faire la différence de ces équivalents... Essayons donc une factorisation judicieuse

au préalable.

langait tout de suite dans cette démarche, on écrirait : u, = exp(
n

lait rechercher séparément des équivalents de exp( In(n + 1)) et exp (l ln(n)), on n’aurait
n

1 1 1 1 1
Pour tout entier naturel n» non nul : u, = (n(l + l))"+1 —nn =nmi(1+ l)m —nn
n n

Donc u, = n (nﬁ_%(l + 1)ﬁ ~1)
n
hl(”) 1 1 1 1
— =)l ——xIn(1+-)) -1
exp<<n+1 n) n(n))exp<n+1x n( +n)> ]

Donc u, = exp (T) X
In(n) 1 1
p<_ n(n + 1))exP (m“““ +Z)) B ll

1
Donc unzexp(M)x ex
n
. In(n) In(n) 1 1
Dot : u, = X - XIn(l+-)) -1
ol : u, exp( n) [exp( n(n+1)+n+1 n( +n)

1
Or, par croissance comparée, lim n(n) = 0. Donc, par continuité de la fonction exponen-
n—>+o0o n
In(n) 0 In(n) 1 1
=e =1.D ~ e - + XIn(l+-)) -1
) ¢ one t, n—+0o xP nn+1) n+1 ( n)

tielle en 0, lim exp (

n—+oo

J'espére qu’on peut tout de méme faire mieux que ¢a...

. In(n
Par croissance comparée et produit de limites : lim — ) =
n—+oo n(n + 1)

De plus (la fonction In étant continue en 1) : lim In(1 + l) =0

n—+oo n
) In(n
Donc, par opérations simples sur les limites : lim — ) L
n-+eo  pn+1) n+1

X In(1 + l) =0
n
(Et rappelons : exp(x) — 1 ~ x)

In(n) 1 1 In(n) 1 1

D - + XInl+-))-1 ~ - + X In(1 + -).

one exp< nn+1) n+1 n( n)> n-+o  pn+1) n+1 n( n)
e : In(n) 1 1

Par transitivité de la relation ~, on a donc : u, + XIn(l+ -)
n

/1—:-00 _n(l’l + 1) n+1
(Sans mauvais jeu de mot, la relation d’équivalence ~ est une relation d’équivalence...)
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—1In(n) + nin(1 + %)

Autrement dit : u, ~
n—+oco nn+1)

Or, rappelons : In(1 + x) ~ X

Donc In(1 + l) ~ l, d’ou, par produit d’équivalents : nln(1 + l) ~ 1.

n n—+oo N n- n—+co
Rappelons que v, ~ 1 a du sens lorsque | € R*, et que c’est juste une maniére (alambiquée,
n—+oo
certes) de dire : v, —> 1
n——+oo
N . . . In(1 + x

D’ou : nin(1 + l) —> 1 (on pouwvait aussi le faire en posant x = l, sachant : Ind+x) = 1)

n n—-+oo n X X—
Donc nln(1 + l) = o( - ln(n)) (—In(n) tendant vers —oo lorsque n — +o0)

n

. —In(n) + o( — In(n)) In() o
On peut donc écrire : u, ~ ~ ———"— par quotient d’équivalents

n—+co n(n+1) n—+oo  p(n+1)
C’est déja beaucoup mieuxr! Mais on peut encore faire un petit effort.
In In
n+1 ~ n,donc par produit et quotient d’équivalents : _ o) ~ = )
n—+oo n(n + 1) n—+co n2
. In(n)

Finalement : |u, ~ - OUF

n n—->+oo n2

Et si, le jour J, la calculatrice est autorisée, je vérifie avec de gros m si le quotient entre
u, et l’équivalent que je viens d’obtenir a bien 'air d’étre proche de 1.
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