Relation d’équivalence sur R et cardinal des classes

Ayoub Hajlaoui

A sa nomination, le cardinal est classe.
Sa prise de fonction émeut toute la place.

Enoncé : (temps conseillé : 30 min)
Soit R la relation ainsi définie sur R : pour tous réels x et y, xRy si et seulement si
P+2)P+ 1) =0 +2)(x*+ 1)

1) Montrer que R est une relation d’équivalence.
2) Déterminer, en fonction du réel x, le cardinal de la classe d’équivalence de x.

Correction :

1) Pour tout réel x, (x> +2)(x2 + 1) = (x> + 2)(x* + 1). Autrement dit, xRx.
R est donc réflexive.

Pour tous réels x et y, si (3 +2)(3*+1) = P +2)(x*+1), alors (?+2)(x*+1) = (x*+2)(»*+1)
Si l’on veut frimer un peu : « ... par symétrie de la relation d’équivalence = sur R »
Donc : pour tous réels x et y, xRy = yRx. R est donc symétrique.

Soient trois réels x, y et z tels que xRy et yRz.
Autrement dit : (3 +2)?+ D=2 +2)xX*+ Det P +2)(22+ 1) = +2)(p? + 1)
Comment obtenir, a partir de ces deux égalités, une égalité qui ne fasse intervenir que x et z ¢
X+2 Y+2 Y +2 242

= e =

x2+1  »+1  y»+1 z2+1
x*+2  z22+2
x2+1  zZ241
Donc (x* +2)(z2 + 1) = (22 + 2)(x* + 1), c’est-a-dire : xRz.
On a montré, pour tous réels x, yet z: xRy et yRz = xRz. R est donc transitive.

(x2+ 1, y*+ 1, et z2+ 1 non nuls)

On peut encore écrire :

D’ou (par transitivité de la relation = sur R) :

‘Finalement, R est bien une relation d’équivalence.

2) Pour répondre a cette question, quelle écriture de xRy convient le mieux ¢

¥+2 Y +2

X24+1 2 +1

Et a ce stade, lintroduction d’une fonction est la bienvenue... Deux réels x et y sont dans
la méme classe d’équivalence pour R si et seulement si ils ont la méme image par une telle
fonction...

Pour tous réels x et y, xRy <

x3+2
x2+ 1
Pour tous réels x et y, xRy <= f(x) = f(y). Etudions donc les variations de f sur R.
f est dérivable sur son domaine de définition (R) car c¢’est une fonction rationnelle.
3x2(x?+ 1) = 2x(x* +2) _ x(x* +3x—4)

(x2+ 1) (212
Le polyndme X3 + 3X — 4 a pour racine évidente 1.

Soit f la fonction définie sur R par f(x) =

Pour tout réel x, f'(x) =

Q www.ayoub-et-les-maths.com
X ayoub.hajlaoui.scolaire@gmail.com



On cherche trois réels a, b et ¢ tels que X3 +3X —4 = (X — 1)(aX? + bX + ¢), c’est-a-dire (en
développant le membre de droite) tels que X +3X —4=aX’+(b—-a)X’>+(c—b)X —c
Par identification, on obtient :a=1,b—a=0c—-b=3et —c=—-4.Dout:a=b=1et c =4.

x(x — D(x*>+x+4)
(x2+1)?
minant strictement négatif et coefficient dominant positif)

f'(x) est donc du signe de x(x — 1). D’ou le tableau de signe de f’(x) et le tableau de variation
de f :

Pour tout réel x, f'(x) = avec (x? 4+ 1)> > 0 et x>+ x+4 > 0 (discri-

x —00 0 1 +00
X - 0 +
x—1 - - 0
') + 0 - 0 +
; / 2 \ . P +00
—0o0 2

A partir de ce tableau de variation (et du corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires),

nous savons que ’équation f(x) = % admet une unique solution a; sur ] —oo ; 0 [, et de méme

que ’équation f(x) =2 admet une unique solution a, sur ] 1 ; 4+oo[. Déterminons si possible
ces solutions.

Fort bien, mais quel rapport avec la question ? Cela nous permettra tout simplement de déter-
miner, en fonction de la valeur de x, le nombre de réels qui ont la méme image que x par f...
C’est-a-dire le nombre d’éléments dans la classe de x pour la relation R.

22+2 10
Remarquons : f(2) = > = — =2. Donc a, = 2.
%l—:_lz 51_5
De méme, f(=0,5) = —*— = £ = % x % = 2. Donc &, = =0.5.
L | 3
4

Bon... Autant a, pouvait étre considérée comme une solution évidente, mais alors a;... Honné-
tement, c’est le fait d’avoir trouvé a, directement qui m’a donné envie de chercher aussi a, de
cette facon. J'ai essayé —1, f(—=1) était trop petit, et je n'ai pas baissé les bras.

Si on n’avait pas vu ces solutions « évidentes », on aurait pu résoudre les équations directement.
On aurait eu affaire a des polyndmes du troisieme degré dont on connait déja une racine (sa-

chant que f(x) =2 a aussi O comme solution et f(x) = % a aussi 1 comme solution)...

Le tableau de variation de f peut étre agrémenté ainsi :
1

X —Qo0 > 0 1 2 +oo

2

—o0

+00

2/
3 —
2

On peut enfin revenir a la question de l’énoncé...
Notons cl(x) la classe d’équivalence du réel x pour R. Du tableau de variation de f, on conclut
ce qui suit :

1 R ) 12 A ,
Pour x < —= et pour x > 2, cl(x) posseéde un unique élément (x lui-méme, aucun autre réel n’a
la méme image).

Pour x € {—% ; 05 15 2}, cl(x) possede deux éléments (x lui-méme et un autre réel).

Enfin, pour x € ] — = ; 2 [\{0;1}, cl(x) possede trois éléments.
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