Calcul de la somme d’une série alternée

Ayoub Hajlaoui

Pour ce probléme a qui pourrais-je me fier ¢
Au couturier anglais, mais mal orthographié.

Enoncé : (temps conseillé : 25 min)

1) Montrer que pour tout réel positif x et pour tout entier naturel non nul » :

n+1

n (_1)k+1 . x
In(1 + x) — <
|n( X) k; k x)_n+1
-1 k+1

2) Montrer que la série Z converge et déterminer sa somme.

k>1

Correction :

1) A quoi vous fait penser Uezpression a Uintérieur de la valeur absolue 2 A une formule de
Taylor. Mais laquelle ? On nous demande de montrer une éqalité...

Soient x € R, et n € N*. La fonction In est de classe C* sur [1;1 + x].
Pour tout entier naturel k, notons In¥ la dérivée k-ieme de In

Dk = 1)
Pour tout k € N*, pour tout ¢t > 0, ln(k)(f) = D tik )

Cette formule se démontre simplement par récurrence, mais 52’ on ne la connait pas, comment

en avoir l’idée ? En regardant les premiéres dérivées : In'(t) = ln(z)(t) = —tlz, In®@) = g
(1) = 2;(3 () = 2X3x4 X;X“...

On veut appliquer linégalité de Taylor-Lagrange a la fonction In entre 1 et 1 + x. Mais pour
cela, il faudra majorer | In"*" | sur [1; 1+ x].

Vie [1;1+x], |[In" D) =

on s’en fiche ici)

-1 n+2 ! '
‘( DL ) = ;l—n (soit dit en passant, (—=1)"*? = (=1)", méme si

L . 1 n!
Donc, par décroissance de la fonction ¢ +— pm sur RY : Vi€ [1; 1 +x], | In"*V @) < T n!

D’apres I'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction In sur [1;1 + x] :

n (1+x_ ) © |1+x_1|n+1

In(1 + x) —In(1) — ——1In"™(1) _—
; k! ‘ (n+1)!

| x (= 1>k+1(k— D! x|

Autrement dit : |ln(1 +x) — k:El 0 ) < o

Finalement, pour tout réel positif x et pour tout entier naturel non nul » :

)k+1 | xn+1

1
In(1 + x) — Z( <=
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2) 11 faut rapidement voir le rapport avec la question précédente. L’inégalité établie est va-
lable pour tout n € N*, et pour tout x > 0. Or, il n’y a plus de trace de x dans la série que nous
devons considérer...

L’inégalité montrée précédemment est vraie pour tout entier naturel » non nul, et pour tout
x > 0, donc notamment pour x = 1.

1)k+1
k

) 1
< , avec lim =0
n+1 n—>+oo p+ 1

D’ou, pour tout n € N* : 0 < ’ln(Z) — Z =
k=1

" (=1)kt!
D’apres le théoreme des gendarmes, on a donc : lim ‘ In(2) — 2 ( k) =0
n—-+oo
k=1
n —1)kt! n —1)kt!
Autrement dit : lim In(2)— )| CED™ _ 0. Cest-andire : lim > D™ )
n—+oo =l n—+oo =l k
- (_1)k+l T (_1)k+1
Donc | la série converge et = In(2)

D’une pierre deux coups! Quand [’énoncé nous demande « montrer que la série converge et
déterminer sa somme », ¢a ne veut pas forcément dire qu’il faut le faire en deux temps.
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