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Enoncé : (temps conseillé : 15 min) d’aprés oral HEC, 201

Soit (U,),»; une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur le méme espace
probabilisé (Q_, A, P) et de méme loi uniforme sur [0, 1].
Pour tout n € N*, N, est une variable aléatoire définie sur Q, indépendante de tous les
variables aléatoires de la suite U, et suivant une loi binomiale B(n, p) (avecn > 1 et 0 < p < 1)
U, silévénement [N, = 0] est réalisé
Onpose M, =max(U,, U,.... U) et T, = { M,lC si I'événement [N: = k] est réalisé (k > 1)
Etudier la convergence en loi de (T},), e

Correction :
Si F, est la fonction de répartition de T,, on veut, pour tout réel x, déterminer lim F,(x)
n—+oo
C’est-a-dire déterminer lim P(T, < x). Mazs lexpression de T, dépend de la valeur de N,

n—+oo
Soit x € R. Soit n € N*. N, suivant une loi binomiale B(n, p), N, (Q) = [1;n]. D’apres la

formule des probabilités totales appliquée au systeme complet d’événements associé a N,

P(T,<x)=) P((T,<x)n(N,=k)
k=0

= P((T, < x)N(N, =0)) + Z P((T,, < x)N(N, = k)) (distinction utile vu la définition de T,)
k=1

=P((U, £0)N(N,=0)+ D P((M, <x)N(N,=k)) (par défiition de T,)
k=1

= P((U1 <x)N(N, = 0)) + Z P((maX(Ul, LU <x)N(N, = k)) mazx inférieur a x ssi..

n k
= P((U1 <x)N(N, = O)) + Z P([ﬂ(Ui < x)] N(N, = k)) ..tout le monde est inférieur a x
k=1

=PWU, <x)XP(N,=0)+ Z H P, < x) X P(N, = k)] par indépendance de N, avec

k=1
les U, et par indépendance des U,

Les U, suivent toutes une loi uniforme sur [O 1]. Soit Fy, la fonction de répartition de cette loi.

On a alors : P(T, < x) = F;(x)x (1 =p)" + Z U(x) <Z>Pk(1 —p)*

= F,(x)x(1 —p)”+z <k> (pFU(x)) (1=p)"* binéme de Newton ? Il manque juste un terme...
k=1

= Fy(x)x( —p>"+; (Z) (pFy(x)) (1 = py — (g) (PFy(x))"(1 = p)"
Ly ()X (1= p)" + (pFy(x) + 1 — py' — (1 — p)’

Rappelons : si x €]0, 1[, Fy(x)=x; six <0, F;(x)=0; etsix>1, Fy(x)=1
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Donc :
-six€]0,1[: P(T,<x)=x(1=p)"+(px+1-p)" =1 -p)
avec0<1—-p<1 donc lim (1-p)"=0;

n—+oo

et px+1—-p=1—-p(1—-x). 0<p<letO<l—-x<ldoncO<p(l—-x)<1
Donc0 < 1-p(1-x) < 1.D’ou: lim (px+1-p)" = 0. Par somme de limites: lim P(T, <x) =0
n—+oo

n—+oo
-six<0: PT,<x)=(1=-p)"—=(1A-=p)"=0. Donc lim P(T,<x)=0
n—+oo
-six2>21:PT,<x)=(1=-p)"+1"=(1-=p)"=1. Donc lim P(T,<x)=1.
n—+oo

. . 0 si x<1
< = =
Finalement n1_1)r+noo P(T, < x) = F(x) avec F(x) { 1 s ox>1

On reconnait la fonction de répartition d’une variable aléatoire constante égale a 1.

(T,),en+ converge donc en loi vers T' = 1.
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