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N’oublie pas la constante ! Si ce jour elle est nulle,
Tel oubli finira par fausser nos calculs.

Énoncé : (temps conseillé : 10 min)

Soit 𝑓 la fonction définie sur ℝ par 𝑓 (𝑥) = ∫
𝑥2

𝑥

√
1 + 𝑡2 d𝑡

Déterminer le développement limité de 𝑓 en 0 à l’ordre 5.

Correction :

Typiquement le genre de situation où il est commode de passer par un DL de 𝑓 ′

Soit 𝑔 la fonction définie sur ℝ par 𝑔(𝑡) =
√
1 + 𝑡2. 𝑔 est continue sur ℝ donc admet une

primitive 𝐺 sur ℝ (de classe 1 sur ℝ). On a alors, pour tout réel 𝑥 : 𝑓 (𝑥) = 𝐺(𝑥2) − 𝐺(𝑥)
𝑓 est de classe 1 sur ℝ par composée et somme de fonctions de classe 1 sur ℝ.

Pour tout réel 𝑥, 𝑓 ′(𝑥) = 2𝑥𝐺′(𝑥2) − 𝐺′(𝑥) = 2𝑥𝑔(𝑥2) − 𝑔(𝑥) = 2𝑥
√
1 + 𝑥4 −

√
1 + 𝑥2

Il nous faut un DL à l’ordre 4 de 𝑓 ′ en 0 et on en déduira à DL à l’ordre 5 de 𝑓 en 0.

Rappelons : (1 + 𝑥)𝛼 =
0
1 + 𝛼𝑥 + 𝛼(𝛼 − 1)

2!
𝑥2 + ... + 𝛼(𝛼 − 1)..(𝛼 − 𝑛 + 1)

𝑛!
𝑥𝑛 + 𝑂(𝑥𝑛+1)√

1 + 𝑥4 = (1 + 𝑥4)
1
2 =

0
1 + 𝑂(𝑥4) donc

√
1 + 𝑥4 =

0
1 + 𝑜(𝑥3) DL à l’ordre 3 suffisant car

on va le multiplier par 𝑥...√
1 + 𝑥2 =

0
1 + 𝑥2

2
+

1
2
( 1
2
− 1)

2!
(𝑥2)2 + 𝑜(𝑥4) = 1 + 𝑥2

2
− 1

8
𝑥4 + 𝑜(𝑥4)

Donc 𝑓 ′(𝑥) =
0
2𝑥

(
1 + 𝑜(𝑥3)

)
−
(
1 + 𝑥2

2
− 1

8
𝑥4 + 𝑜(𝑥4)

)
= 2𝑥 + 𝑜(𝑥4) − 1 − 𝑥2

2
+ 𝑥4

8
+ 𝑜(𝑥4)

D’où : 𝑓 ′(𝑥) =
0
−1 + 2𝑥 − 𝑥2

2
+ 𝑥4

8
+ 𝑜(𝑥4)

Et maintenant, on va pouvoir primitiver pour obtenir notre DL de 𝑓 en 0 à l’ordre 5 EN
N’OUBLIANT PAS LA CONSTANTE

Donc 𝑓 (𝑥) =
0
𝑓 (0) − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3

6
+ 𝑥5

40
+ 𝑜(𝑥5).

Bon, il se trouve ici que 𝑓 (0) = 0... Je n’avais donc aucune raison de crier, mais ne l’ou-
bliez pas en général

D’où 𝑓 (𝑥) =
0
−𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3

6
+ 𝑥5

40
+ 𝑜(𝑥5)
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