Une somme qui met en nage

Ayoub Hajlaoui

Enoncé : (temps conseillé : 20 min)

n k

. . o _ n
Soit la suite (u,),en définie par u, = e™ g )
Démontrer que (u,) converge et déterminer sa limite.

Correction :

« Et » ne veut pas dire « puis ». On a le droit de faire d’une pierre deux coups...

n
. e"'n
Pour tout entier naturel n, u, = Z ]
k=0 '

On n’a pas fait grand-chose, mais sous cette forme, que reconnait-on ? Il semble y avoir un lien
avec la loi de Poisson de paramétre n. Et oui, le titre a été choisi uniquement pour le jeu de mot.

Soit (X,),en+ une suite de variables aléatoires indépendantes définies sur un méme espace pro-
babilisé (€2, .4, P) , et suivant la loi de Poisson de parametre 1.

n

Pour tout n € N*, on pose S, = Z X, . Par stabilité de la loi de Poisson, .S, suit la loi de
k=1

Poisson de parametre n. Comme une odeur de théoréme limite central...

On a alors, pour tout n > 1 : |u, = Z P(S,=k)=P(S,<n)
k=0
Et il va falloir faire tendre n vers +oo...

Pour tout k € N*, E(X,)=u=1et V(X,) =0>=1 (loi de Poisson de parametre 1)

Posons, pour tout n> 1, X, = % Et Z,= \/ﬁx alinls = \/;(Yn — 1)
c

D’apres le théoreme limite central, (Z,) converge en loi vers une variable aléatoire Z suivant
la loi normale centrée réduite.

S _ _ _

Pour tout n € N* 1y, = P(— < )= P(X,<1)=P(X,— 1 <0) = P(y/n(X,— 1) <0)
n

Donc u, = P(Z, <0) = F,(0), ou F, est la fonction de répartition de Z,.

Soit @ la fonction de répartition de Z. En tout réel a ou @ est continue (donc en tout a € R),
par définition de la convergence en loi : lim F,(a) = ®(a)
n—+oo

En particulier : lim F,(0) = ®(0) = % Autrement dit : lim P(Z,<0) = %
n—+0o0o n—+oo
. . 1
En conclusion : | (u,) converge et lim u, = 3
n—+oo
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