
Intégrales en vrac
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La plume pour épée dressée contre le vent,
j’aime le dessiner : ce signe fait savant.

Énoncé : (temps conseillé : 1 heure)

Calculer les intégrales suivantes :

𝐴 = ∫
1

0

𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
d𝑥 𝐵 = ∫

1

0

1
𝑒𝑥 + 1

d𝑥 𝐶 = ∫
𝑒2

𝑒

1
𝑥ln(𝑥) d𝑥 𝐷 = ∫

1

0

1
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

d𝑥

Correction :

1) Soit 𝑓 la fonction définie sur [0 ; 1] par 𝑓 (𝑥) = 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
.

𝑓 est continue sur [0 ; 1] donc l’intégrale 𝐴 est bien définie.
On remarque : 𝑓 (𝑥) = 𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
avec 𝑢(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1.

En posant 𝐹 (𝑥) = ln
(
𝑢(𝑥)

)
(𝑢(𝑥) étant strictement positif), on a : ∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓 (𝑥).

Donc 𝐹 est une primitive de 𝑓 sur [0 ; 1]. ∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 𝐹 (𝑥) = ln(𝑒𝑥 + 1)

𝐴 = ∫
1

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

[
𝐹 (𝑥)

]1
0 = 𝐹 (1) − 𝐹 (0) = ln(𝑒1 + 1) − ln(𝑒0 + 1) = ln(𝑒 + 1) − ln(2)

Donc 𝐴 = ln
(𝑒 + 1

2
)

2) Soit 𝑔 la fonction définie sur [0 ; 1] par 𝑔(𝑥) = 1
𝑒𝑥 + 1

.
𝑔 est continue sur [0 ; 1] donc l’intégrale 𝐵 est bien définie.

Que faire pour trouver une primitive de 𝑔 ? On peut peut-être se servir de la 1)...
∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 + 1 − 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 𝑒𝑥 + 1

𝑒𝑥 + 1
− 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 1− 𝑒𝑥

𝑒𝑥 + 1
= 1− 𝑓 (𝑥) (où 𝑓 est la fonction

introduite en 1)
Une primitive de 𝑔 est donc 𝐺 définie sur [0 ; 1] par 𝐺(𝑥) = 𝑥 − 𝐹 (𝑥) = 𝑥 − ln(𝑒𝑥 + 1)

Donc 𝐵 = ∫
1

0
𝑔(𝑥) d𝑥 =

[
𝑥− ln(𝑒𝑥 + 1)

]1
0 = 1− ln(𝑒1 + 1) −

(
0 − ln(𝑒0 + 1)

)
= 1− ln(𝑒+ 1) + ln(2)

Donc 𝐵 = 1 − ln
(𝑒 + 1

2
)

3) Soit ℎ la fonction définie sur [𝑒 ; 𝑒2] par ℎ(𝑥) = 1
𝑥 ln(𝑥)

.

ℎ est continue sur [𝑒 ; 𝑒2] donc l’intégrale 𝐶 est bien définie.
On remarque : ℎ(𝑥) = 1

𝑥
× 1
ln(𝑥)

= 𝑢′(𝑥) × 1
𝑢(𝑥)

= 𝑢′(𝑥)
𝑢(𝑥)

où 𝑢(𝑥) = ln(𝑥)

Une primitive de ℎ sur [𝑒 ; 𝑒2] est donc 𝐻 définie par 𝐻(𝑥) = ln
(|𝑢(𝑥)|) = ln

(| ln(𝑥)|)
Or, pour tout 𝑥 tel que 𝑒 ≤ 𝑥 ≤ 𝑒2, on a ln(𝑒) ≤ ln(𝑥) ≤ ln(𝑒2) par croissance de ln sur ℝ∗

+.
Autrement dit, pour tout 𝑥 ∈ [𝑒 ; 𝑒2], 1 ≤ ln(𝑥) ≤ 2. En particulier, ln(𝑥) > 0. Donc sur cet
intervalle, | ln(𝑥)| = ln(𝑥).
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On a donc : pour tout 𝑥 ∈ [𝑒 ; 𝑒2], 𝐻(𝑥) = ln
(
ln(𝑥)

)
Donc 𝐶 = ∫

1

0
ℎ(𝑥) d𝑥 =

[
ln
(
ln(𝑥)

)]𝑒2
𝑒 = ln

(
ln(𝑒2)

)
− ln

(
ln(𝑒)

)
= ln(2) − ln(1) = ln(2) − 0

Donc 𝐶 = ln(2)

4) Soit 𝑘 la fonction définie sur [0 ; 1] par 𝑘(𝑥) = 1
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

.
𝑘 est continue sur [0 ; 1] donc l’intégrale 𝐷 est bien définie.

Sous cette forme-là, il semble difficile de trouver une primitive de 𝑘... Une idée intéressante
(qu’il est honnêtement difficile d’avoir si on ne l’a pas déjà vue) serait d’écrire cette fraction
comme une somme de fractions plus simples. Pas d’inquiétude, en Terminale, l’idée sera géné-
ralement suggérée par l’énoncé.

On cherche deux réels 𝑎 et 𝑏 tels que ∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 1
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

= 𝑎
𝑥 + 1

+ 𝑏
𝑥 + 2

c’est-à-dire : 1
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

= 𝑎(𝑥 + 2) + 𝑏(𝑥 + 1)
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

= 𝑎𝑥 + 2𝑎 + 𝑏𝑥 + 𝑏
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

= (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 2𝑎 + 𝑏
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

On veut donc : ∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 1
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

= (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 2𝑎 + 𝑏
(𝑥 + 1)(𝑥 + 2)

Il suffit de prendre 𝑎 + 𝑏 = 0 et 2𝑎 + 𝑏 = 1 c-à-d 𝑏 = −𝑎 et 2𝑎 − 𝑎 = 1 donc 𝑎 = 1 et
𝑏 = −1
On a donc : ∀𝑥 ∈ [0 ; 1], 𝑘(𝑥) = 1

𝑥 + 1
− 1

𝑥 + 2
Donc 𝑘(𝑥) = 𝑢′(𝑥)

𝑢(𝑥)
− 𝑣′(𝑥)

𝑣(𝑥)
en posant 𝑢(𝑥) = 𝑥 + 1 et 𝑣(𝑥) = 𝑥 + 2

Une primitive de 𝑘 sur [0 ; 1] est donc la fonction 𝐾 définie par 𝐾(𝑥) = ln(𝑥 + 1) − ln(𝑥 + 2)
car 𝑥 + 1 > 0 et 𝑥 + 2 > 0 sur cet intervalle. Pour tout 𝑥 ∈ [0 ; 1], 𝐾(𝑥) = ln

(𝑥 + 1
𝑥 + 2

)
Donc 𝐷 = ∫

1

0
𝑘(𝑥) d𝑥 =

[
𝐾(𝑥)

]1
0 = 𝐾(1) −𝐾(0) = ln

(1 + 1
1 + 2

)
− ln

(0 + 1
0 + 2

)
= ln

(2
3
)
− ln

(1
2
)

= ln
(2
3
× 2

)
. Finalement, 𝐷 = ln

(4
3
)
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