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Énoncé : (temps conseillé : 15 min)

Soient 𝑛 et 𝑝 deux entiers naturels non nuls.
1) Montrer qu’une matrice 𝐴 de 𝑛,𝑝(ℝ) est de rang 1 si et seulement si il existe deux

matrices colonnes non nulles 𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑌 ∈ 𝑝,1(ℝ) telles que 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌 (où 𝑡𝑌 est la
transposée de 𝑌 )

2) Cette écriture est-elle unique ?

Correction :

1) Soit 𝐴 une matrice de 𝑛,𝑝(ℝ).
Si 𝐴 est de rang 1, le sous-espace vectoriel de 𝑛,1(ℝ) engendré par les 𝑝 matrices colonnes

de 𝐴 est de dimension 1. Donc, si 𝐶1, 𝐶2,...𝐶𝑝 sont les colonnes de 𝐴, il existe un vecteur non
nul 𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑝 réels non tous nuls 𝜆1, 𝜆2, ...𝜆𝑝 tels que : ∀𝑖 ∈ J1; 𝑝K, 𝐶𝑖 = 𝜆𝑖𝑋.

Si 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠, on a alors : 𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1𝑥1 𝜆2𝑥1 … 𝜆𝑝𝑥1
𝜆1𝑥2 𝜆2𝑥2 … 𝜆𝑝𝑥2
⋮ ⋮ ⋮

𝜆1𝑥𝑛 𝜆2𝑥𝑛 … 𝜆𝑝𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠
En posant 𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1
𝜆2
⋮
𝜆𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠, on a alors 𝑋 𝑡𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ ×
(
𝜆1 𝜆2 … 𝜆𝑝

)

Donc 𝑋 𝑡𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜆1𝑥1 𝜆2𝑥1 … 𝜆𝑝𝑥1
𝜆1𝑥2 𝜆2𝑥2 … 𝜆𝑝𝑥2
⋮ ⋮ ⋮

𝜆1𝑥𝑛 𝜆2𝑥𝑛 … 𝜆𝑝𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ = 𝐴, avec 𝑋 non nul (dit précédemment) et 𝑌 non nul

(car les 𝜆𝑖 sont non tous nuls).
On a donc montré : si 𝐴 est de rang 1, alors il existe deux matrices colonnes non nulles
𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑌 ∈ 𝑝,1(ℝ) telles que 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌

Réciproquement, s’il existe deux matrices colonnes non nulles 𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑌 ∈ 𝑝,1(ℝ)

telles que 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌 , en posant 𝑋 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1
𝑥2
⋮
𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎟⎠ et 𝑌 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑦1
𝑦2
⋮
𝑦𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠, on a alors :

𝐴 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑥1𝑦1 𝑥1𝑦2 … 𝑥1𝑦𝑝
𝑥2𝑦1 𝑥2𝑦2 … 𝑥2𝑦𝑝
⋮ ⋮ ⋮

𝑥𝑛𝑦1 𝑥𝑛𝑦2 … 𝑥𝑛𝑦𝑝

⎞⎟⎟⎟⎠. Pour tout 𝑖 ∈ J1; 𝑝K, la 𝑖-ième colonne de 𝐴 est donc 𝑦𝑖𝑋

D’où : rg(𝐴) = dimVect
(
𝑦1𝑋, 𝑦2𝑋, ..., 𝑦𝑝𝑋

)
, où la famille

(
𝑦1𝑋, 𝑦2𝑋, ..., 𝑦𝑝𝑋

)
est engendrée par

une seule matrice colonne non nulle 𝑋, et où les 𝑦𝑖 sont non tous nuls (car 𝑌 non nul). Donc
rg(𝐴) = 1.
On a donc montré : s’il existe deux matrices colonnes non nulles 𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑌 ∈ 𝑝,1(ℝ)
telles que 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌 , alors 𝐴 est de rang 1.
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En conclusion, une matrice 𝐴 de 𝑛,𝑝(ℝ) est de rang 1 si et seulement si il existe deux matrices
colonnes non nulles 𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑌 ∈ 𝑝,1(ℝ) telles que 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌

2) Soit 𝐴 une matrice de 𝑛,𝑝(ℝ) de rang 1. On a donc l’existence de deux matrices colonnes
non nulles 𝑋 ∈ 𝑛,1(ℝ) et 𝑌 ∈ 𝑝,1(ℝ) telles que 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌 .
Mais on a donc aussi (par exemple) : 𝐴 = (1

2
𝑋) × (2 𝑡𝑌 ) = (1

2
𝑋) × 𝑡(2𝑌 ) = 𝑋2

𝑡𝑌2

en posant 𝑋2 =
1
2
𝑋 et 𝑌2 = 2𝑌 . Les vecteurs 𝑋 et 𝑌 étant non nuls, on a 1

2
𝑋 ≠ 𝑋 et 2𝑌 ≠ 𝑌

On a donc : 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑌 = 𝑋2
𝑡𝑌2 avec 𝑋2 ≠ 𝑋 et 𝑌2 ≠ 𝑌 .

Cette écriture n’est donc pas unique.
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