Suite d’intégrales et série

Ayoub Hajlaoui

Le crayon a la main, assis au fond du bus,
je veux un signe moins d la place du plus.

Enoncé : (temps conseillé : 25 min)

1
Soit (1,) la suite définie par : Vn € N, I, = /
0

1) Montrer que lim I,=0

n—>+oo

2) Pour tout n € N, exprimer I, + I,,, en fonction de n.

(_1)n+1
n

3) Démontrer la convergence de Z et calculer sa somme.

n>1

Correction :

1) S’agit-il de calculer directement 'intégrale en fonction de n ? S’il s’agissait de la calculer,
la question 2 deviendrait franchement niaise... Mais si on ne sait pas la calculer, et que [’on
veut quand méme la limite ? Les inégalités sont nos amies.

n

Pour tout entier naturel n, pour tout x € [0 ;1], 0 < <x"

1 n 1 n+1 1
Donc, par croissance de l'intégrale, 0 < X dx < x"dx = [ X
o l+x 0 n+1{,

X ix < _. Or, lim llzo

+Xx n+ n—+co N+

1
Autrement dit : 0 < /
0

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes, | lim I, =0

n—+oo

1 n 1 n+1 1 n n+1
2) Pour tout entier naturel n, I, +1,,, = / lx dx +/ 1x dx = / XX gy
0 0 0

+ x + x I+x
1 1
x"(1+x
Donc I, +1,,, =/ X1 +x) dxz/ x" dx = !
0 I +x 0 n+1
Nous avons donc montré que |pour tout ne€N, I, +1,,, = %
n

3) Euh. Quel rapport avec ce qui précéde ? Mis a part le 1 dans la somme et le que

) ) n n+1
nous venons d’obtenir...

Le résultat obtenu en 2) s’écrit aussi : Vn e N* I _ + I, = 1

n
En effet, nous avons appliqué 1’égalité précédente, valable pour tout n € N, en remplacant n par
n—1. Mais pour qu’elle soit valable pour n—1, justement, il faut : n—1 € N, c¢’est-a-dire n € N*

. . v . Ve 1 / 7/
Nous pouvons maintenant nous servir de cette égalité pour remplacer le = dans le terme général
n
de la série...
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n=1 h n=1

N (—1y! N , X
Dés lors, pour tout N > 1, Z = Z(—l)’”rl X — = 2(—1)’“rl X (In_1 + In)

n

n=1

Remarquez que nous nous en sommes servis dans une somme partielle. Nous n’avons pas ma-
nipulé la somme infinie, car nous n’avons pas démontré la convergence de la série... Mais que
faire de ce que nous venons d’obtenir ? Nous aimerions voir un télescopage, mais ce (—1)"*1...
Et surtout, ce signe +...
Pour tout n € N*, (=)' x (I,_; + I,) = (=1)""' x (I,_, + I,,) = (=1)"'I,_, + (=11,

En effet, (=1)™' = (=1)>(=1)""! = (=1)""'. Ou, dit autrement, n+1 et n — 1 ont méme parité.

Donc, pour tout n € N*, (=1 x (I,_, + 1) = (=1)""'I,_, — (=1)"I,

n

N N
-1 n+1

En posant, pour tout n € N, a, = (-=1)"1,, on a donc : VN > 1, 2 =D = Z (a,_, —a,)
1 h n=1

n=

La voie est enfin libre pour notre télescopage...

Dol : VN € N, i (_1n)n+l =a,_ —ay=ay—ay =T, - (~DN Iy =1,- (DI,
Or, d’apres 1 : Nl_itlr;; I, =0. Donc Nl_ig_loo [(=DNIy| = Nlir}rloo [ Iy| = Nlir}rloo Iy=0
(IN > 0 par positivité de x lx-:’x sur [0 ; 1])
Donc : Nlir-fl—loo Jj (_1:“] =1,= /01 1)_6:)6 dx = /01 l-l-Lx dx = [ln(l +x)]é = In(2)
Cela prouve que |la série Z —D! converge |, et que sa somme vaut +Z°‘C; m = In(2)
n>1 n=1
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