Famille « assez proche »de la base canonique

Ayoub Hajlaoui

Campant dans un marais sous une sombre averse,
notre base est trop prés de cent canons adverses.

Enoncé : (temps conseillé : 30 min)
Soit n € N*. R” est muni du produit scalaire canonique.

Soit (ey,...,e,) la base canonique de R”, et soit (fy,..., f,) une famille d’éléments de R" telle

que : Yk € [1; n], ||f, —ell < % Montrer que (fy, ..., f,) est une base de R".
n

Correction :

C’est dans les vieux pots que l'on fait la meilleure confiture...

n
Soient n réels 4, ..., 4, tels que Z A S = Opa. Montrons que ces réels 4,, ..., 4, sont tous nuls.
k=1
Mais par ou commencer ? Il serait bon de nous mettre dans une situation qui nous permet-
trait d’utiliser cette information de l’énoncé sur les normes des e, — fy...

Nous avons Z A fr = Oga. Donc Z MSr — Z Ae = — Z Avey
k=1 k=1 k=1 k=1

Autrement dit : Z A(f,—e)=— Z Aver (%)
=1 k=1

n n

Or, || Z M(fe —e)ll < Z |2 11 fe — e, ll d’apres I'inégalité triangulaire et par homogé-
k=1 k=1

néité de la norme

n n

e . . , , 1
Et, en utilisant I'information de I’énoncé : Z [ Al 11 fi — el £ — Z | Al
k=1 n k=1
. . 1 .
Mais pourquoi « < vet pas « < » 2 Parce que pour tout k € [1 5 n], |le, — fill < —, oui, et
n
en multipliant par |A,| positif ou nul, |A,| || f, — e.ll < 14| X %
n
Par transitivité, nous avons donc montré : || Z MAfe—ell < L Z [ Al
k=1 n k=1
n 1 n n 1 n
Autrement dit, d’apres (*) : || —Z Aeill £ — Z |4,|, ou encore : || Z Aell £ — Z [ A
k=1 \/Z k=1 k=1 \/; k=1
n
Mais ¢a tombe bien, ¢a! Nous savons exprimer || Z Aerll en fonction des A, ...
k=1
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n

n
. Nous avons donc : Z <

>

n
vl )] Al =
k=1

N

1
\/-

. . . , 1
Puis, par croissance de la fonction carré sur R, i <-
n
k=1
Ca sent Cauchy-Schwarz a plein nez...
L’inégalité de Cauchy Schwarz appliquée aux vecteurs (|4,], ..., |4,]) et (1, ..., 1) fournit :

n n n

Z [A ] X1 < Z | Z 12 Rappelons qu’elle stipule : (u,v) < ||u]| ||v]|
k=1 k=1 k=1

D’ou : Z |/1 < 2 /122 1, c’est-a-~dire : (Z |/1k|)2 Snz Ai

n n

: : L 1 2 T
Mais nous avions montré précédemment : Z /li < —( Z |/1k|) , ¢’est-a-dire :
k=1 k=1

Par double inégalité, nous obtenons donc : ( Z |}»k|)2 =n Z /li
= k=1
Nous nous retrouvons donc dans le cas d’égalité de I'inégalité de Cauchy-Schwarz...

Les vecteurs (| 4], ..., [4,]) et (1,...,1) (& qui nous I’avions appliquée) sont donc colinéaires.

Autrement dit, il existe A € R tel que 4, =4, =... =4, =4

n

1l suffit maintenant de montrer que A =0 et le tour est joué.

L’égalité de départ Z A S = Oga s’écrit alors : 4 Z fi = Og». Montrons que Z S # Oga

k=1 k=1 k=1
Pour tout k € [1; n], ||f, —ell <

Et ||Z fi—edll <Z 1 = el < = y/n. Donc: | )] fi—ell < v/n

WM=§||H
SiE

L
‘ \/n

k=1
Supposons par ’absurde que Z fi = Oga.
k=1
On aurait alors : || Z fi—eldl =1l Z fi— Z e;ll = 1|0gn — Z el =1l Z e ll = \/;
k=1 k= k=1 k=1 k=1

Cela nous fait aboutir a : \/ﬁ < \/E, et c’est absurde.
n

Nous pouvons donc en conclure qu’en fait, Z fi # Opa.
k=1

L’égalité A Z fi = Og. donne donc : 4 = 0. Finalement, nous obtenons : Vk € [1; n], 4, =41=0
k=1
La famille (f,..., f,) est donc libre. De plus, son cardinal, n, est égal a la dimension de R”.

En conclusion, (f,..., f,) est bien une base de R”
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