Divergence de la série harmonique

Ayoub Hajlaoui

De plus en plus petits et tendant vers zéro,
mais les sommer nous donne un sacré numeéro.

Enoncé : (temps conseillé : 15 min)
n+l 1 1
1) Montrer : Vn € N*, / " dr < -
0 n
N
L 1
2) En déduire : VN € N*, Z =>In(N + 1)
n=1 n
o |
3) Déterminer : lim -
N —+00 n

n=1

Correction :

1) Doit-on calculer l'intégrale du membre de gauche, vu que l'on sait le faire ¢ Pas néces-
satrement. Cela ferait apparaitre du In, et on serait loin d’avoir montré linégalité demandée
(méme si ce serait possible avec une étude de fonction...). Mais alors, que faire ?

Soit n € N*. La fonction ¢ — - est décroissante sur R donc a fortiori sur [n; n+1].
1

Dou:Vte([n; n+1], ts

n+1 n+1
Donc, par croissance de l'intégrale sur [n ; n+ 1], / % dr < / ! dr

Sl -

A droite, on intégre une constante sur [n ; n+ 1]...
o 2 TS |
Par suite, / " dr < —l = —
n

ni, n n n
n+1 1 1
Nous avons bien montré : |Vn € N*, / " dr < =
" n

n+1 1 1

2) Soit N € N*. On sait d’apres 1) : Vi € N*, " dr < -

n

z

N
N n+1 1 N 1 n+1 1
Donc : Z/ —dr < Z - (Mais Z/ —dt, c est/ / = dt+...+/ " dt)
n n

n+1 N+1 1 N+1 1 N 1
D’apres la relation de Chasles, Z / —dr = / " dz. Donc : / " dt < Z -.
1 1 h

Et la, on peut faire intervenir le ln voulu par l’énoncé...

N+1
Et / % dt = [In@®]" " = (N + 1) = In(1) = In(N + 1).
1

N

Finalement : |[VN € N*, E I >In(N +1)
n
n=1
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3) On nous demande de démontrer une inégalité, puis on nous demande un calcul de limite...

N
lim In(N + 1) = 400 donc, d’apres 2) et par théoréme de comparaison : | lim ! = 400
N-+o0 N—+too e

Et oui, tout simplement...

On dit que la série 2 1 diverge vers +oo.
n

n>1

N
Intéressant, lim 1 =0 et pourtant lim Z 1 =+400...
n—+o00 N N—->+o0 p n
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