cos, somme, produit

Ayoub Hajlaoui

Triomphez du produit, de la somme et des sin ;
la limite s’ensuit : sa valeur se dessine.

Enoncé : (temps conseillé : 45 min) d’aprés CCINP PSI 2020

n . t
1) Montrer que pour tout t € 10 ; z[ et pour tout n € N*, H cos (Lk) = L()t

k=1 2 27 sin (—)

2n
n 2n—l
t 1 2k — 1
2) Mont tout t > 0 et tout n € N*, — ) = t
) Montrer que pour tou et pour tout n g cos (2k) T ;cos( T )

2n—]

. _ ] 2% -1
3) En déduire, pour tout t € 10 ; x|, nl—lgi-noo T 2 cos( > t)

k=1

Correction :

1) « J’ai un truc a montrer pour tout n € N*, et je n’ai pas d’idée en particulier ». Voila déja
de quoi me mettre sur la voie d’une récurrence. Ajoutons a cela que la formule a démontrer fait
intervenir, au rang n, un produit de 1 a n, et donc qu’il sera relativement facile d’exprimer, en
fonction de ce produit, le produit au rang n+ 1... C’est parti pour une récurrence.

Mais juste avant, rassurons brievement le correcteur sur le fait que le quotient du membre de
droite est bien défini pour tout t € 10 ; x[ et pour tout n € N*

, . . 1
Pour tout n € N*, 2" > 1 donc (par décroissance de la fonction inverse sur [Rj) : > <1.

Donc, pour tout r € 10 ; x[, 0 < % <t<nz Dou % €10 ; z[, et donc sin (%) 70

n .
sin(t
Soit t € 10 ; z[. Soit, pour tout n > 1, la propriété P, : « I I cos (L) = _sin®)
ok N
k=1 2" sin (i)

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, la propriété P, est vraie.

1
Initialisation : pour n =1 : d’une part, H cos (z—tk) = cos (i) = cos (L)

Pl 21 2
sin(¢ sin(¢ . . .
D’autre part, ® = ® . Or, sin(?) = sin (2 X 1) = 2sin (L) cos (1)
L1 T D) D) )
2 sm(—) 2 sin (—)
21 2 1
sin(? sin(¢
Done —00_ _ o (L) Autrement dit : I I cos (L) = #, et P, est vraie.
2 sin (L) 2 k=1 2 21sin (L)
2 71
Hérédité : Supposons que pour un certain entier n > 1, P, soit vraie, et montrons P, ;.
n . n+1 .
sin(? sin(?
Autrement dit, supposons : I I cos (Lk) = #, et montrons : H Cos (L) = ®
.1 2k L 0
k=1 27 sin (—) k=1 21 sin (—
n n+l
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sin(7) t .
H cos ( lH cos zk) ><cos(2+1)— —— XCOS(W) d’aprés P,
27 sin (—)
2n
. o sin(?) L :
Comment transformer cette expression pour arriver 4 ———————— ¢ Plus précisément, qui
2+ gin ( )
o+l
transformer dans cette expression ¢ On ne touche pas au sin(t), qui nous convient parfaitement
(se retrouve dans ’expression a obtenir), mais qui transformer de sin (i) ou Cos( d ) ?
’ on o+l ’
t 1 t . t . t
cos =cos (= X Bof, que faire avec ¢a... Par contre, avec : sin (—) =sin (2X —)...
(5s7) = o5 (S x 5. Bof, que fuire avee ¢ (£) = sin (2x 557)
n+1 . .
sin(¢ sin(t
Onadonc:Hcos(L)=¢XCos( ! )= ® xoos( ! )
k=1 2 27 sin (L) 2 27 X 2 sin (L) cos ( ! ) 2
) 21 on+l In+l
asl t sin(?) t sin(?)
Enfin : H Ccos (—k) = X cos( ) = , et P, vraie.
. t t n+l .
2" x 2sin (=) cos (=—) 27+ sin (
2n+1 2n+1 2n+1

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence nous permet de conclure que pour
tout n € N*, P, est vraie.

n .
sin(?
On a bien montré que pour tout t € 10 ; z[ et pour tout n € N*, H cos (L) = _sin®)

k=1 27 sin (%)

2) Faut-il se servir de la question précédente, en utilisant le membre de droit de [’égalité
obtenue précédemment, et en court-circuitant ainsi le produit ¢ A premiére vue, on pourrait se
le dire. Mais dans l'optique d’une récurrence (sinon, quoi d’autre honnétement...), on ne voit

S k-1 sin(f)
( t) =

— 2" n gy L
k=1 2 sm(Zn)

» d P, (4 cause de cette

1
pas trop comment passer de P, : « I 2 Cos

somme assez horrible dont le terme général dépend de n, et qui fait figurer du 2"=' en borne).
Deés lors, on aurait tort de laisser tomber ce pauvre produit, pas si méchant en comparaison.

« Alors quot, la question 1 ne servirait a rien ? » Personne n’a dit ¢a. Si elle ne sert pas pour
la 2, il y a toujours la question 3...

Soit t > 0. Soit, pour tout n > 1, la propriété P, : « H cos 2k 2n - Z cos

Montrons par récurrence que pour tout entier naturel non nul n, la proprlete P, est vraie.

1

t t

Initialisation : pour n =1 : d’une part, cos =cos (=

Initialisation : p p ,!_Il (35) =cos (3)
21 1

D’autre part, 5 11 - Z cos
k=1

1t) = cos (%) Donc P, est vraie.

Hérédité : Supposons que pour un certain entier n > 1, P, soit vraie, et montrons P, ;.

n 2n—1

Autrement dit, supposons : H cos (%) = 2n1_1 Z (2k — 1t),
n+l k_ll 2" ok — 1 !
et montrons : H cos (%) =% ;cos( 2n:1 )
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[T cos () = [ IT eos ()

Et maintenant, que faire ? On n’a pas tant d’options que cela. Rentrons le cos (Znt+ ) dans

2'11
><cos(2n+1 = l2n 1 Zc Zk_ lxcos(thr ) d’apres P,

la somme pour pouvoir faire intervenir une formule de trigonométrie... Tenez, par exemple

cos(a) cos(b) = %( cos(a + b) + cos(a — b))

n+1 on-1
t 1 2k — 1 t
Donc g cos (?) =2 k;cos( > 1) cos (2n+1 = kz 08 (2n+1)
n—1 n—l
1 1 4k — 1 4k -3 1 4k — 1 4k -3
= 7 ; Elcos (—2n+1 ) + cos (—2n+1 )] =% 2 [cos (—2n+1 ) + cos (—2n+1 )

Déja, relativement bonne nouvelle, l'apparition du % devant la somme...

Ensuite, on peut constater que tous les entiers impairs peuvent s’écrire 4k —1 ou 4k —3 (classes
de congruences respectives de —1 et de —3 modulo 4, c’est-a-dire de 3 et de 1 modulo 4, les
deuz autres classes correspondant aux entiers pairs).

Pour1 <k <2" 1 4 <4k <2 et donc3 <4k—1<2" —1. De méme, 1 <4k—-3 <21 -3,
Ainsi, lorsque k parcourt [1;2"7], les 4k —1 et 4k —3 constituent I’ensemble des entiers impairs
de 1 a 2" —1. Autrement dit, ils constituent les 2p—1 (jaurais pu dire les 2p+1 mais jetez un
@il a la somme que je veuz obtenir) tels que 1 < 2p—1 < 2" —1. Ils constituent donc les 2p—1
tels que 2 < 2p < 2" c-a-d enfin tels que 1 < p < 2"... Ce qui nous fait retrouver la somme
a obtenir. Mais voici une maniére de le démontrer qui peut paraitre plus conventionnelle, plus
« propre » (et qui ne fait pas intervenir les congruences pour ceux qui ne les ont pas vues) :

> 2
1 2k—1 2k -1
Egcos( 1) = [Zcos ) + ; cos ( T t)l

kpalr kimpair

on-1
2(2p—1)—1
:_[Z 2+1 Z cos ntl t)l
- [ 4k—1, w  4k-3
Zcos +Zcos oY l:;[;cos( S t)+Zcos( S t)l

k=1

= H cos (é) Donc P,,, est vraie.

Conclusion : Le principe de raisonnement par récurrence nous permet de conclure que pour
tout n € N*, P, est vraie.

n 2n-1

On a bien montré que pour tout # > 0 et pour tout n € N*, H cos (ztk) i
k=1 k=1

3) Soit t € 10 ; x[. Les questions 1) et 2) nous permettent d’établir ’égalité suivante :

2n71

2% -1 sin(f)
— cos( - t) = (*)
2 1; 2 o sin(%)

1l s’agit donc probablement d’étudier la limite lorsque n tend vers +oo0 du second membre
(le premier, bien laid, faisant figurer une somme avec un terme général dépendant de n et un
nombre de termes tendant vers +co...)
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Dans le second membre en question, n figure uniquement au dénominateur. Il suffit de détermi-
. . t . X
ner la limite lorsque n tend vers +oco de 2" sin (5), mais comment ¢ Ah, c¢’est bon de connaitre

ses croissances comparées (et pas uniquement avec exp et In...)

sin
Rappelons : lim (x) =1.
x—0 X
. t
Et, pour tout n € N*, 2" sin (L) =1X z sin (i) =1X - (5) (¢t étant non nul)
» P ) 2n - t 2n - L
n

Un petit changement de variable et le tour est joué... Attention, t est constant ici (les va-
riables sont n et x).

. sin (i)
t . sin(x) ) on
Posons x = —. Lorsque n tend vers +o0, x tend vers 0. Donc : lim = lim ——— =1
2n x—0 X n—+o0 L
211
sin (57 t
Puis, par produit de limites : lim ¢ X ; =t. Autrement dit : lim 2"sin (5) =t
n—->+oo n—-+oo
2
) sin(¢ sin(¢
Par quotient de limites : lim ® = ®
n—+00 A, - t t
27 sin (—)
2n
Enfin, I’égalité (*) établie précédemment nous permet de conclure :
i in(r)
. 2k — 1 sin(?
n1—1>£-noo =1 ;COS( 2n t) - t
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