Matrices orthogonales et majoration

Ayoub Hajlaoui

Quelle inégalité, Schwarz ou triangulaire,
saurait me libérer de ma franche galére ¢

Enoncé : (temps conseillé : 30 min)
Soit n € N*. On pose O,(R) = {M e M, (R), M 'M = 1,}. Soit A € O,(R).

Pour une matrice M de M, (R) et pour i,j € [1 ;n], on note [M],; le coefficient de M a la
i-eme ligne et j-ieme colonne (et ‘M désigne la transposée de M).

1) Montrer : i i |[A]i’j < n\/;

i=1 =1
2) Montrer : Z (Z [A]w.)2 =n

i=1 =1
3) En déduire : ‘ Z Z [A],
i=1 j=1

Correction :

<n

1) Vu linégalité qu’on nous demande de démontrer, faisant intervenir cette somme (double),
il semble judicieux d’exprimer coefficient par coefficient la condition d’appartenance a O,(R)
(avec lexpression des coefficients de la matrice produit sous forme de somme).
n n

A€O0,(R)donc A'A=1, Or:Vi,j€[l:n], [A'Al; =) [Al,['Al,; =) [Al,lA],
k=1

k=1
n

Donc : pour tout i € [1;n], ) [Al,[Al, = )| [A]}, =1.
k=1 k=1

n
Et : pour tous i,j € [1 ;n], sii#j: 2 [A],[A];, =0

k=1
Nous avons simplement traduit le fait que les coefficients diagonaur de A 'A sont égaux a
1, et les autres a 0. Mais il me semble que nous pouvons nous satisfaire de ’information sur les

coefficients égauz a 1 pour la premiére question... Une somme de carrés égale a 1, une (double)
somme sans les carrés a majorer... Oui bonjour, c¢’est Cauchy-Scwharz a l'appareil.

Pour tout i € [1 ;n], Z |[A]l.’j‘ =zn" |[A]l.’j‘><1
=1 j=1

n

Donc d’apres 'inégalité de Cauchy-Swchwarz : Z |[A]i’j
j=1

J

ST UE T
j=1 j=1

Or, Z [A]ij =1 (que la variable muette s’appelle j ou k...). Et : Z 1>=n
Jj=1 j=1

Dot : Vi € [1 ;n], Z )[A],.,j( <+/n
J=1
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Reste a sommer cette derniére inégalité pour tous lesi de 1 a n...
n n n n n

Par suite : Z Z |[A]i,j‘ < Z \/; Enfin : 2 Z ‘[A]i,j) < n\/;
i=1 =1 i=1 i=1 =1

2) On wveut une égalité et pas une inégalité... Cauchy-Schwarz ne nous sera pas d’une

Cy . \ p 2
grande aide ici. Que faire, dés lors, avec cette somme de carrés de sommes Z (2 [A],.j) ¢
i=1 =1

Concentrons-nous d’abord sur le carré a lintérieur (donc avec i fixé).

Pour tout i € [1 ;n], Z [A]” Z [A]; Z [A] zk = 2 Z [Al;; [Ali

j=1 k=l

Voyez comme j'ai ecmt ce carré de somme (donc en fait ce produit d’une somme par elle-

méme) en donnant deux noms d’indices (j et k) différents, pour ne pas faire de bétise et ne pas

confondre avec une somme de carrés...

Dans la derniere double somme obtenue, il semble intéressant d’isoler les termes qui corres-

pondent d des carrés (lorsque les indices j et k prennent la méme valeur, étant donné que nous
n

savons Z [A]ik =1)

k=1
Donc, pour tout i € [1 ;n], (Z [A],j Z Z [Al;; [Al, =1+ Z [A];; [Alix
= iml 1<jk<n 1<) k<n
J#k J#k

C’est pas mal ce 1 la... Lorsque l'on sommera pour tous les i de 1 a n, cela nous donnera
n. Et c’est justement n qu’il nous faut! Peut-étre chaque double somme (pour chaque valeur de
i) avec j # k est-elle nulle ? Je ne vois pas comment aboutir a un tel résultat. Peut-étre que
c’est juste la somme sur tous les i de ces doubles sommes qui est nulle ! Il n’est pas évident de
décrire des sommes doubles en frangais ; laissons donc les maths reprendre leurs droits :

Par suite : » (Y [Al,) =Y. <1+ > 14l [A],,k> =n+ ), D Al [A],

=1 j=1 i=1 1<j,k<n i=1 1<j,k<n
J#k J#k
Le dernier terme est une somme triple. Méme pas peur! Intervertissons, puisqu’il n’y a pas de
dépendance entre i d’une part, et j et k d’autre part :

Doncz Z[A]u =n+ Z Z[A,, [A];

1<j,k<n i=
J#k

Nous avons montré au cours de 1 (du fait que A ‘A = I, et donc que ses coefficients dia-
n

gonaux sont nuls) : pour tous i, j € [1 ;n],sii#j: Z [A],,[A];, =0
k=1

Cela revient au méme que de dire : pour tous j, k € [1 ;n], si j # k : Z [A];,[A],; =0

i=1
n n

Mais dans notre égalité plus haut, nous avons Z Z[A]i’/ [A];x, et ce n’est honnétement
1<j,k<n i=1
J#k

pas la méme chose.... Mais attendez, si A'A=1,...

Nous savons : A 'A = I,, donc, par transposition, nous avons aussi : hahaha, je vous ai
bien eus, en transposant, cela redonne juste... A'A = 1I,. En effet, ’(A ’A) = ’( ’A) 'A=A'A
Par contre, A'A = I, donne une autre information...
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A'A =1,. Autrement dit : A et A sont inverses I'une de 'autre. Elles commutent donc, et on

aaussi: 'AA = I, Il s’ensuit que pour tous j, k € [1;n],sij #k:["AA];, = Z [‘A];,[A],, =0
i=1
Autrement dit : pour tous j,k € [1 ;n], sij #k:['AA];, = Z [A];;[A], =0
i=1
Et c’est justement ce qu’il nous fallait! Oui oui, au cas ou mes digressions italiques vous

. . . N .y . 2
lauraient fait oublier, remontez a la derniére expression obtenue de Z (Z [A]ij) , vous
=1 j=l

verrez...
Donc Z 2 [Al,) =n+ Z Z[A” [A],, =n+ Z O=n
1<j‘]:'ékk<nl 1 1<jj#12<n

Nous avons bien montré : Z ( Z [A]l.,j)2 =

=l j=I

3) Peut-étre une simple inégalité triangulaire pour commencer ?

< ; \; [Al,,

Réitérer cette inégalité tmangulazr@ pour la somme intérieure ne servirait a priori a rien, puisque

n n
D’aprés Vinégalité triangulaire : ‘Z > (41,
i=1 j=1

cela nous rameénerait a Z Z ‘ [A],;|, que nous avions majoré par n\/ﬁ (majoration moins

précise que celle que nous Uoulons). A moins qu’il ne faille reprendre Uezpression de la 1) et
la majorer plus précisément, mais alors ’énoncé serait un peu bizarre (et ¢a peut arriver...)
Pourquoi ne pas nous avoir demandé directement une telle majoration ?

Mais alors que faire ? Forcément, nous servir de la 2) (cf « en déduire » )

32 1><|Z‘f (Al
i= j=

n

< 21 1% x Z Z [A],; d’aprés

i=

Nous avons donc : | Z Z [A];;
i=1 =1

I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

n n n
En effet, nous avons juste écrit Z a,Xb;, < Z a> X Z b> avec :
i=1

i=1 i=1
Vie([l ;n], a,=1 et b, = | Z [A];;

n

Or, d’apres 2) : 2 Z [A] ,] = n. L’inégalité ci-haut donne donc : ‘ 2 Z [A]; ‘ nxn

i=1 j=1

Finalement, nous avons bien montré : | Z Z [A];| <n

i=1 j=1
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