Transformation complexe et forme exponentielle

Ayoub Hajlaoui

Retiens, c’est essentiel, ce propos qui fait sens :
La forme exponentielle est l'amie des puissances.

Enoncé :

N

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, -L7, U)

On considere 'application f du plan dans lui méme qui, a tout point M d’affixe z, associe
le point M’ d’affixe z’ telle que : z’ = z2. On note Q le point d’affixe 1.

1) Déterminer 'ensemble I'; des points M du plan tels que f(M) =

2) Soit A le point d’affixe a = \/E - i\/E.
a) Exprimer a sous forme exponentielle.
b) En déduire les affixes des deux antécédents de A par f.

3) Déterminer 'ensemble I';, des points M d’affixe z tels que I'affixe z’ du point M’ soit un
nombre imaginaire pur.

Correction :

1) L’ensemble T'; des points M du plan tels que f(M) = M est 'ensemble des points M
d’affixe z tels que z? = z.

Dans ce genre de situation, bon nombre d’éléves auront directement le réflexe suivant : poser
z=x+1iy (avec x ety réels) pour ensuite espérer avoir des équations portant sur x et y. Si un
tel réflexze peut débloquer pas mal de questions de ce genre, il s’avére contre-productif quand on

pourrait faire une chose bien plus immédiate :

VzeC, 2=z z22-2z=0 & z(z-1)=0
< z=0 ou z=1

L’ensemble T'; est donc constitué de deux points : le point O et le point Q (d’affixe 1).

2)a) a—\/_—l\/_
lal = (V22 + (V27 = V252 =2

On factorise ’écriture algébrique de a par |a| pour reconnaitre les cosinus et sinus d’un

angle particulier.
Vi3

On a alors a = 2(— - z—)
2 2 2
On cherche un angle dont le cos vaut — et le sin vaut ———. On sait COS(%) = sin(%) = g
On se souvient ensuite que cos(—0) = cos(@) et sin(—0) = — sin(f)

a=2( cos(—%) +i sin(—%))
T

Donc |a=2e 4
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2)b) I faut résoudre 1'équation f(z) = a d’inconnue z. Posons z = Re” (avec R > 0, § € R)
On met z sous forme exponentielle pour pouvoir exploiter la forme exponentielle de a (et ¢a
se marie trés bien avec le z* dans I'équation).
/s

f2)=a o z?=2e 4
T

—j—

& R =2¢ 4
(par identification) & R*=2 et 20= —% + 2krn (k entier de Z)

En effet, deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme module et méme
argument (a 2z pres).
(De méme que deux nombres complexes sont égauz si et seulement si ils ont méme partie réelle
et méme partie imaginaire)

On a alors

f(z)=ae R=1V2 et 0=—%+kn (k € 7)

Pourquot R ne pourrait-il pas étre égal a —\/5 ? Le carré ferait bien 2... Tout simplement parce
que R est un module, et qu’il est donc forcément positif.

T
—i= . T LT

Les deux solutions de cette équation sont donc z, = \/Ee 8 et z, = \/ze’(_§+”) = \/Ee’%

On s’est restreint a | — «; w] pour les angles. Tous les autres angles @ vérifiant ’équation

. . N4 . I \
reviennent ou bien a -3 ou bien a ry a 2w pres.

Les deux antécédents de A par f sont donc les points :
b4 T

M, d’affixe z; = \/Ee_lg et M, d’affixe z, = \/Eel?

3) Remarquons déja que 0 est trivialement solution. Soit maintenant z = Re® (avec R >
0, 8 € R). On ne change pas une équipe qui gagne...

On alors z?> = R%e%?

z? est un imaginaire pur si et seulement si 26 = Zs kr, ke”Z
Rappelons que les imaginaires purs sont les complexes qui ont pour argument +% ou —Z

2

. . : . /1 b4
Donc z? est un imaginaire pur si et seulement si § = = + k=, k€ Z

4 2
En se restreignant a |—x; z], ’ensemble des angles possibles est le suivant : {_¥’ —%, %, 2%}
I', est donc 'ensemble des points dont l'affixe a pour argument —B—ﬁ, —%, Z ou 3—”, ainsi

respectives y=x et y = —x

que l'origine du repere O. Géométriquement, I'; est donc 'union des deux droites d’équations

En effet (et vous pouvez regarder un cercle trigonométrique pour vous en convaincre) :

— les complexes d’affixe _Tﬂ sont représentés par la demi-droite d’équation y = x pour

x<0

— les complexes d’affize —% sont représentés par la demi-droite d’équation y = —x pour
x>0

— les complexes d’affize % sont représentés par la demi-droite d’équation y = x pour x > 0

— les complexes d’affixe %[ sont représentés par la demi-droite d’équation y = —x pour
x<0
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