Indépendance et différences

Ayoub Hajlaoui

Apres coalition entre insurgés et France,
l’on fit déclaration de cette indépendance.

Enoncé : (temps conseillé : 25 min)

Soit (X;),ey une suite de variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé (L2, A, P),
mutuellement indépendantes, et suivant toutes la loi de Bernoulli de parametre p € 10 ; 1[.
Pour tout entier naturel i, on note E; I’événement : [X,,, # X|]

1) Montrer que pour tous entiers naturels non nuls i et j tels que j > i + 1, les événements E, et
E; sont indépendants.

2) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur p pour que les E; soient deux a deux indépen-
dants.

Correction :
1) Soient i et j deux entiers naturels tels que j > i + 1.

Intuitivement, les événements E, et E; sont indépendants car ils font intervenir X, et X, , d’une
part, et X; et X, d’autre part, avec i < i+ 1< j < j+ 1, mais comment le montrer proprement ?
L’événement E, peut aussi s’écrire : [X; — X,,; # 0]. En posant f la fonction définie sur R? par
f(x,y)=x—y,onadonc E;, = [f(X;, X;;,) # 0]. De méme, E; = [f(X;, X,,,) # 0]

Or,i <i+1<j<j+1.Donc, par indépendance mutuelle de toutes les X, :

X;, X415 X; et X, sont mutuellement indépendantes.

D’apres le lemme des coalitions, les variables aléatoires f(X;, X,,;) et f(X j» Xj41) sont indépen-
dantes. En particulier, les événements [f(X;, X;,,) # 0] et [/ (X}, X, ,) # 0] sont indépendants.

Onabienmontré : |V(i,j)eN? :j>i+1 = E etE; indépendants

2) La question 1) nous a permis de montrer que pour tous entiers naturels i et j tels que j > i + 1,
E, et E; sont indépendants. Elle donne aussi le méme résultat pour tous entiers naturels i et j tels que
i > j + 1 (en permutant les roles de i et j). Et ce, sans aucune condition particuliere sur p. Reste a
traiter le cas ou i et j sont consécutifs.

La condition que I’on nous demande de trouver est donc une condition nécessaire et suffisante sur
p telle que, pour tout entier naturel i, E; et E, ;| soient indépendants.

Le lemme des coalitions ne peut étre invoqué dans ce cas car la variable aléatoire X, intervient a
la fois dans I’événement E;, = [ X, | # X,] et dans I’événement E, | = [X,,, # X111

]

Pourtouti € N: P(E,NE,,)=P([X; # X, 1N X,y # X;p0l)
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Et rappelons que X, n’a que deux valeurs possibles...

En appliquant la formule des probabilités totales au systéme complet d’événements associé a la va-
riable aléatoire X; :

P(ENE, ) = P([X, = 0In[X; # X, IN[X,y; # X,0])+P([X, = 1NX, # X, IN[X4, # X))
Donc P(E;NE,,) = P([X; =0In[X,,; = 1In[X,,, =0])+ P([X, = 1In[X,,, =0In[X,,, = 1])

Par indépendance mutuelle des variables aléatoires X, X, et X, :
P(ENE_ )=PX,=00XPX, =DXPX,,=0+PX,=1)XPX,,, =00XP(X,, =1)

Ces trois variables aléatoires suivant la loi de Bernoulli de parameétre p, on en conclut :
P(E,NE;,)=0-pp(d—-p)+p(l —pp=pd-p—p+p) Onafactorisé par p(1 — p).

Par suite : P(E,N E,, ;) = p(1 — p)

D’autre part : P(E;) X P(E|) = P(X; # X,,;) X P(X;;, # Xi;2)
En appliquant la formule des probabilités totales comme précédemment :
P(E)XP(E,,)) = (P(X; = 0In[X,,, = 1D+ P(X, = 1In[X,,, = 0D)(P(X,,; =0In[X,,, = 1])

+ P([X;,, =11n[X,,, =0D) = (2 - p)p)2 (cf indépendances et loi de Bernoulli).

Donc P(E,) X P(E,,,) = 4(1 — p)*p

Les événements E; et E, | sont indépendants si et seulement si P(E, N E, ;) = P(E,) X P(E,,,),
c’est-a-dire si et seulement si p(1 — p) = 4(1 — p)*p°.

pet 1 — pétant non nuls, cela équivauta: 1 =4(1 — p)p

E, et E,, sont indépendants si et seulement si 4p> —4p+1 =10

4p —4p+1=0 <= pz—p+% =0 & pz—ZX%Xp+(%)2 =0 & (p—%)2 =0 = p= %
On aurait bien sir pu calculer le discriminant de 4X?> — 4X + 1, on aurait trouvé 0, et ca aurait
sonné comme une réprimande polynomiale nous reprochant de ne pas avoir vu l’identité remarquable

qui nous pendait au nez.

Une condition nécessaire et suffisante pour que les E; soient deux a deux indépendants est donc : p = 3
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